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Rezumat

Aceastd lucrare stabilegte controlabilitatea locald exactd nula a
ecuatiei difuziei intr-o singura dimensiune prin control distribuit, in
cazul problemei Dirichlet la limita. Majoritatea metodelor folosite in
cursul demonstratiei sunt imprumutate din [2].

Istoricul problemei

Controlul optimal este un capitol clasic al teoriei ecuatiilor diferentiale.
Aceasta teorie, ale carei rezultate le voi folosi in lucrarea de fata, este tratata
in detaliu in carti precum [13].

In lucrarea sa de sintezi din 1978, Russell [14] discuta controlabilitatea
aproximativa si exacta a ecuatiilor de evolutie, prin metoda controlului dis-
tribuit. El trateaza, in particular, ecuatia caldurii intr-o singura dimensiune,
atat in cazul problemei Dirichlet, cat si in cazul conditiilor la limita de tip
mixt. Sunt trecute in revista cazurile in care controlabilitatea aproxima-
tiva a fost dovedita, o metoda pentru a transforma orice astfel de problema
intr-una de tip Dirichlet (datorata lui Seidman), precum si legatura dintre
controlabilitate gi observabilitate. Controlabilitatea exacta nula a ecuatiei
caldurii intr-o dimensiune

(01) W — Wy + r(x)w = g(x)u(t)

(unde u este controlul) este de asemenea demonstrata in cazul in care 3k € N
astfel incat g(n) > cn~". Demonstratia se bazeazi pe dezvoltarea in serii
Fourier.

Alte rezultate sunt obtinute, de exemplu, de Fattorini ([8] demonstreaza
controlabilitatea nula a ecuatiei caldurii in mai multe dimensiuni, pentru
un control exercitat pe frontiera unui paralelipiped), ori de Seidman, care
publica in 1985 un articol ([15]) referitor la controlabilitatea exactd (nu

neaparat nula) pe frontiera a ecuatiei caldurii intr-o singura dimensiune.
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La baza lucrarii de fata sta articolul lui Emanuilov (nume scris i Ymanu-
vilov) din 1995, [7], unde acesta stabilegte controlabilitatea exacta a ecuatiei
parabolice cvasiliniare

{ Ly+ f(t,z,y) =g +upe Q=

[0,T] x Q
0.2
(02) v lorixon= 0, 5(0.2) = vo(),

T,z)=0.

In aceasta formulare,

e () este un domeniu marginit in R";
e Ly=1y— Zi,j(Aijyxj)xi + >, Biya, + Cy este un operator parabolic;

controlul u satisface u € L?([0,T] x w) si suppu C [0,T] x @, pentru
o submultime deschisa data w C €2;

starea initiald vy este luatd in H{(Q);

termenul neliniar f indeplineste conditiile f(¢,z,0) = 0si |f(¢, z,&1) —
f(t7$7£2)‘ < k|£1 - £2|7 Vta$a£17£2'

Autorul demonstreaza controlabilitatea exacta nula a ecuatiei (0.2) si
estimarea (ceva mai complicat formulata in articolul original)

(0-3) Myl z2(o,r3:m2 () + 19ell z2(@) + 1™yl 2(@) + llullz2@) <
Clllvoll zz ) + 11”9l L2(@)):

71 este o functie auxiliara definita de autor.

Emanuilov foloseste o inegalitate de tip Carleman cu privire la solutia
ecuatiei liniare gi aplica teorema lui Schauder pentru a extinde rezultatul de
controlabilitate astfel obtinut la problema neliniara.

Rezultatul de mai sus gi metoda folositda au fost generalizate de catre
diversi autori. Astfel, Barbu [4] demonstreaza o versiune mai puternica a
inegalitatii lui Carleman pentru L%, ¢ < 2. Tot Barbu [3] arata ca rezul-
tatul precedent poate fi extins si in cazul in care |f(z,t,&)| < k1l€](J€]5 +
fo(x)),adica atunci cand cregterea lui f este cel mult polinomiala in y. In
schimb, controlabilitatea astfel obtinuta este locala (are loc numai pentru
T < To)

Fernandez-Cara si Zuazua [9, 10] demonstreaza controlabilitatea locala
exactd a ecuatiei parabolice semiliniare y; —Ay+ f(y) = m-u, pentru |f(s)| <
kslog|s|, precum si un rezultat negativ — ecuatia poate fi necontrolabila
chiar pentru f de o crestere moderatd (|f(s)| ~ slog?T¢(1 + |s|). Aceiasi
autori [5] demonstreaza si unele rezultate cu privire la neliniaritati care
cuprind gradientul si abordeaza problema in cazul in care domeniul €2 este
nemarginit.

De fapt, o mare parte din rezultatele trecute in revista sunt cuprinse in
articolul [2], care este principala sursa pe care am consultat-o pe parcursul
scrierii acestei lucrari.
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1 Formularea problemei

Sa consideram ecuatia difuziei

Yyt — (a(y))zz =mu Y(z,t) € Q@ =1x(0,T)
(1.1) y(x,t) =0 V(z,t) € X =0l x (0,T)
y(z,0) = yo z €l

unde I = (i1,142) este un interval marginit de numere reale si m este functia
caracteristica a unei submultimi deschise w a lui 1.

Elipticitatea acestui operator este asigurata de conditia 0 < p < d/(z),
Vz €. Este de asemenea necesar s impunem conditiile |a'(x)], |a”(x)] si
la"”(z)| < M < oo pentru stabilirea rezultatului de controlabilitate dorit.

Se spune ca ecuatia (1.1) este exact nul controlabila daca exista u €
L?(Q) astfel incat y(T) = 0, unde y € C([0,T]; L*(I)) este o solutie a
ecuatiei (1.1).

Vom stabili mai intai controlabilitatea ecuatiei liniarizate

Yt — (a/ ~)yz)o: =m-u V(a:,t) €Q
(1.2) y(z,t) =0 V(xz,t) € X
y(z,0) = yo zel,

unde § este o functie cu 7y, Vi € L¥(Q), G € L*(Q) si § |s= 0. In
continuare vom nota a’() cu b.

Pentru a stabili controlabilitatea ecuatiei (1.2), e suficient sa demonstram
o inegalitate de tip Carleman cu privire la problema duala

(1.3) p(z,t) =0 V(z,t) € X
p(z,T) = pr x el

Din pacate, o astfel de inegalitate rezolva problema numai in cazul
ecuatiei liniarizate. Scopul final va fi sa aratam ca putem egala ¢y cu y in
(1.2), deoarece astfel controlabilitatea acestei ecuatii ar implica, de aseme-
nea, controlabilitatea ecuatiei difuziei (1.1).

Vom ajunge la concluzia dorita prin intermediul teoremei de punct fix a
lui Kakutani si principiului lui Pontriaghin. intr—adevér, impunand conditii
de regularitate suficient de tari pentru datele initiale (ca (a(yo))zz, (Y0)z Si
Yo si apartind lui L?(I) si s& aibi norme suficient de mici), vom obtine c&
multifunctia y = ®(g), unde y este o solutie oarecare a ecuatiei (1.2), duce
o submultime compacta a lui L?(Q) in ea insisi. Celelalte conditii necesare
pentru aplicarea teoremei lui Kakutani sunt imediat indeplinite.

Ultimul pas va fi sa aratam ca putem renunta la o parte din conditiile
privind datele initiale, folosind proprietatile regularizante ale ecuatiei di-
fuziei. Mai precis, vom arata ca, pentru fiecare yo € H'(I) de norma sufi-
cient de micé, ecuatia difuziei este nul controlabila.
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2 Inegalitatea lui Carleman

In cele ce urmeazd vom considera functia a ca fiind fixata i, In consecinta,
nu vom mentiona constantele p si M in mod explicit. In schimb, vom pune
in evidenta derivatele functiei § acolo unde apar.

In cursul demonstratiei vom avea nevoie de

Lema 2.1 Existd o functie ¢ € C*(I) astfel incdt 1(x) > 0 Vx € I, (x) =
0 pe I si |z(z)] >0 Ve € T\ wy, unde wy e o multime deschisd, Wy C I.

Demonstratia este imediata (in [2] sau in [7]) e prezentat cazul general,
in n dimensiuni).
Demonstratie Sa fixam un punct zg € w; reamintim ca I = (i1,1i2) si fie

_zo—h

1 —cos(F - ﬁ)e T, T E (i1, 20)
o ) _®o—i2
P(x) = 1 —cos(% - ;”(:2.22)6 == x € (ig,0)
0 otherwise

E usor de verificat ca ¢ are toate proprietatile mentionate. Putem lua
wo = [ro — €, 70 + €] C w pentru e suficient de mic.

In continuare vom folosi ¥ §1 Wy C w fixate, date de lema de mai sus.

Pe deasupra, sa definim, pentru A > 0, functiile « si ¢ : Q — prin

e)\w(:r) _62)‘“7/’“0(7) = e/\1/’(33)
- Y@=y

a(z,t) =

S& observam ci ¢(z,t) > ¢ > 0, V(z,t) € Q si ®¥¢F < C < 00, V6 > 0, k €.

Acum putem sa formulim inegalitatea Carleman privitoare la ecuatia
(1.3). Demonstratia de mai jos este, in mare parte, identica aceleia date de
O. Yu. Imanuvilov in alt caz (a se vedea [11]).

Teorema 2.1 Pentru orice solutie p a problemei duale (1.3), cu ||bz| p (@),

1Vtbe|| o) < p si pentru orice X > Xo(p), s > so(A), urmdtoarea inegali-
tate are loc:

/623“(839133192 +spp2 + 5 Lo PP 4+ p2,)) <

Q
SC()\,p) </ e2sa83¢3p2+/623a92>’
Q

w

(2.1)

unde C(X, p) e o constanta independenta de p, g si s, dar care poate depinde
de ¥, A sau p, iar Q, =w x (0,T).
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Demonstratia teoremei 2.1 Aceasta demonstratie urmeaza pas cu pas
aceea datd in [2] teoremei 1.2.1 (inegalitatea lui Carleman pentru ecuatia
caldurii, pag. 145 - 152).

Facand substitutia z = ¢**p in sistemul dual (1.3) obtinem

2zt — sz + (bzg)y — 28APYy - bzy+
+(82X20292 — sA2pp2 — sAPYyy )bz — sSAPYLbz = 5%

(2:2) 2(0)=2(T)=0on I
z |s=0.
Daca notam
B(t)z = —(bzg)s — (s2N20%902 + s\22)bz + sayz
X(t)z = —25\2¢p2bz — 25\t - bz
Z(t)z = sAQWypbyz + sSAPYy bz

ecuatia poate fi rescrisa ca z — B(t)z + X(t)z = Z(t)z + e*“g. Atunci,
pornind de la relatia

d
dt/B(t)zv;da:—/B(t)zt-z+B(t)z~zt+Bt(t)z-zdx
T T

= QI/B(t)z(B(t)z -~ X()z+ Z(t)z +€e™g) da + I/Bt(t)z czdx

si integrand pe (0,7") obtinem

(2.3) 2/ (B(1)2)* +2V = —Q/B(t)z(Z(t)z 4 evg) /Bt(t)z )
Q Q Q

unde Y = —fQB'X, adica

Y = — / (25AP1y - bzy + 2502 P0)2bz)-
(2.4) 5

((bzz)z + (8*N2P*Y2 + sA2Pp9p2)bz — sau2).

Sa evaluam

/ Bi(t)z-z = / biz? — / (82X220p2D + sA2Pp2b) 2% + sy 22
Q Q Q

Fie v(A) = ePled g g3 Tusm s > 7(A), A > Ag. Pe deaspura, sa notam

D(s,\, 2) = /33A3¢322+3A¢z§.
Q
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Pornind de la relatia precedenta, ajungem imediat la

(25) ' [ B0z < €+ 1 bliei@)D(s. 1. 2)
Q

26) 2| [ BO20:+ )| <

S/(B(t)z)2+C(1+”gb—lbiHLoo(Q))D(s’)\’Z)+C/€2Sag2'
N Q

Din (2.3), (2.5) si (2.6) obtinem
(2.7) Y <O+ |Vibe| o) + ”bm”%oo(Q))D(s, A z) + C/eQSO‘gQ.
Q

Pe de alta parte, au loc urmatoarele estimari care conduc la o minorare a
lui Y

(2.8) ‘/ (28A\PYy - bzy + sAPY b 2) s z| < CD(s, A, 2)
Q

pentru s > y(\); apoi,

(2.9) ’/s)@szbxz “sapz| < Cllbgl|peo () - D(s, A, 2)
Q

< CD(s, A, 2).

(2.10) ‘/ (s\2np2bz)say 2
Q

Pe deasupra,

- /s/\Qqﬁ@ZJibz (bzg)zs = /s)\g(qbd}ibz)z cbzy >
Q Q

> [N 0uHP2 = O+ el ) D5, 0, 2).
Q

(2.11)
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Mai mult,
(2.12)
- / (25 Aty - b2y ) (82A2P%0p2 + s 22 )bz =
Q
= [N 4 PN, 2
Q
> / (3N 1 1 22 X1920) 1222 — C(1+ byl () D (5 M, 2).
Q
In sfarsit,
(2.13) —/23)@% bz (b2e)o > —/sm(:f b%22do — CD(s,\, §).
Q b

De vreme ce ¥ > 0 pe I si ¢ = 0 pe 01, avem ca % < 0 i, din acest motiv,

d
—/s)\(bw b222do > 0.
dv
P

Combinand inegalitatile (2.8), (2.9), (2.10), (2.11), (2.12) si (2.13), ob-
tinem

(2.14) Y > /53A4¢3¢;§b2z2 + A2z 2% — C(1 4+ [|be[|7e () D55 A 2)
Q
Din (2.14) si (2.7) rezulta ca

/83)\4¢3¢§b222+5)\2¢1/)§b222 <
Q
<

C1+ Vbl @) + ball e ) D5, A, 2) + c/ezsagz
Q

(2.15)
< C(p)D(s, A, z) + C/ezso‘gz.
Q

Deoarece b > p si |th,| > ¢ pe I\ wg, facand A suficient de mare (A > 2C(p),
de exemplu) rezulta ca
/53)\4¢3z2 +sA2gp2h22? <
Q
< C(p) / SANG32 4 )22 +C/625ag2
Qug Q

(2.16)
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De aici putem gasi, prin exact aceleagi metode folosite in [2] (pag. 151), ca

/628a53)\4¢3p2+8)\2¢p§ <

(2.17)
Sc(p) / €2sa83)\4¢3p2+S>\2¢pi+0/628a92.
Q

Sa alegem x € C§°(w) astfel incat x = 1 pe wp. Daca inmultim ecuatia (1.3)
cu €25y op si integram pe Q obtinem ci

/ e pbp? = — / (e**X¢)s - bpps + / e ¢pg + / x(e*¢)p? <
Q Q Q

Q
<C(1+ ||b:1:||LOO(Q)) / e 2 N\20322 + 0/6250492'
Qw Q

In consecinta,

/62sas3>\4¢3p2+5)\2¢pi S C(p)/e2sas3)\4¢3p2+C/623a92.
Q Qu Q

Putem spune, echivalent, ca pentru A > A\g(p), s > so(A)

(2.18) / e*s2¢%p? + sgpy < C(p, A) / e**s’¢’p? + C / g,
Q Qu Q

Apoi, ridicand la patrat ecuatia (1.3), inmultind-o cu e?%s~1¢~! i in-
tegrand pe @, obtinem

(2.19) /6230‘31¢1(pt + (bpgc);,;)2 < 0/628“92.
Q Q

In acelagi timp,

/625a8—1¢—1pt . (bpm)x = — / (628a¢_1pt)x : bpx >
Q

Q
1 2sa 4 —1 9 1 25 —1 1—1.2 2, 9
(2.20) 22/(6 ¢ )t'px—Q/e sTtoTpl — C | s\igp? >
Q Q Q
1
Z _2/628a5_1¢_1p? C/S)\2¢pi
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Din (2.19) si (2.20) obtinem

@) [Enslooh D <O [ g c / sAZp2.
Q Q
Combinand inegalitatile (2.18) si (2.21) ajungem la rezultatul final

/ e (sP¢°p? + sopr + s ¢ (p] + p2y) <

Q
S C()\,p) (/ 625a83¢3p2+/€25a92>.
Q

w

Procedand ca in [2] (Corolarul 1.2.1, pag. 145), se poate obtine urma-
torul corolar:

Corolarul 2.1 In conditiile teoremei 2.1, urmatoarea inegalitate are loc:

(2.22) P(0) dxﬁ@(s,A,p>< e i g>
sy

w

unde C(s, A, p) e o constantd care nu depinde de p sau g.

3 Estimari pentru y

Mai intéi, s notam Q; = I x (0,t) si f = mu. Astfel, problema (1.2) poate
fi rescrisa

— (bYz)w = V(z,1) €Q
(3.1) y(z,t) =0 V(z,t) € X
y(z,0) = yo zel,

Vom demonstra cateva estimari referitoare la solutia y a problemei (3.1).
Inmul‘glnd ecuatia (3.1) cu y si integrand pe Q¢ obtinem

/yt / b2 <C</f2 Jo2).

Q¢
2 2
/yt + sup /ym(t)dﬂfé
t€[0,T]
Q T

T
2 2 dt 2
(32) gc( [0 ar+ ! e il s / yw<t>dx)

I

gco< [r@drs [ £+ Viblima - s | y§<t>dx)-
5 t€[0,T] 7

I

deci
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Facand ||v/th|| = (q) suficient de mic (||v/th|| o (g) < ﬁ), din (3.2) rezul-
ta ci y € L=((0,T); Hy (1)) € L>(Q) s

(3.3) ||y||%oo(Q) <C sup [2(t)dz<C y2(0)dz+ [ ).
te[0,T) 7 7 3

Drept consecinta a faptului ca (by, ), = y:— f, obtinem din (3.3) de asemenea
ca

(3.4) JCEE 0< [ [ f2>.
Q I Q

Inmultind ecuatia (3.1) cu (byy)at si integrand pe @y obtinem

oo = [ Gu)atbaron = [ Feu)e

Q¢ Q¢ Q¢
si din teorema lui Green

1
65) [ b+ [ 50w / (b
Qt Q1
Prin integrare prin parti gasim
+ [ o). <
Q1

- [ su)e=- [ F(byo)ada]|
Qt I 0

< [P0+ P+ [ (0020 + Gu)(0) d + / by )2 / 2

1

m-

<5 [ (@R + G do s [+ [ 12+
I Q1 Q¢
Un calcul elementar ne arata de asemenea ca

[t <oz [ [InNegyas s [42as
s€[0,T]
Qt Qt 0 I

1
<5 yiﬁcllbxtlliz@)-siup /yfcdx
Q

Folosind estimarile deja obtinute in egalitatea (3.5) ajungem la

(36) / b2+ / b2 d:c<c(/ () 20)do + [ (o4

)

I Qu
/(ft +f )+||bmt||L2(Q) Sup/ g(O)dQS‘)
s€[0,t]

Qt
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Luand in considerare (3.3) si (3.4), pentru orice ¢ € [0,T] e adevarat ca

(3.7) /yzt /bym dx<0</(bygC da:+/ft
1+ Hbztuim))( / y2(0) da + / f2)>-
I Q

O consecinta a acestei relatii si a relatiei (3.3) e ca by, € L>((0,T); H*(I))
CL>(Q) s

(3:8) yallZoo(g) < C(/(by:c d$+/ft
+(1+ betuiz(@)</yi<0) dx+/f2>>.
Q

I
Derivand ecuatia (3.1) in raport cu ¢, obtinem
Yt — (bytx)x - (bty:c)x - ft-

inmul@ind acest rezultat cu tyy si integrand pe @ avem

/tytt /tby:ct?/a:tt —/ ((btyz)z + fo)yse:
t
rezulta ca

/ Wi+ / i(tbym) < C( / LfF + tbiga)z + / (tbt+b)y§t>-

Q¢ Q¢ Q1 Q1
Atunci, deoarece (b1yz)z = btzYr + btYazs

Q Q

Qt
< CllbalBagg) - sl + Vel - [ o
Q

Mai mult, e adevarat ca

t

ds
/tbty?ct < /\/5 : H\/ithLW(Q)‘ sup /Sy?ct(s) dz
T

S 9 s€[0,¢]
t

< OV~ sp / ty2,(t) da.

te[0,T
I
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Rezulta ca

(3.9) / ik s / 12, (1) di < cl( / 52+ el - el
) T Q

T Vb ) / W2, + / o+ Vil s / 12,(1) dx).
te|0,
Q Q I

Pentru ca by, = (byz)z — bayz, din (3.3) i (3.4) trage concluzia

[ < c ol ( RO+ [ 1),
Q I Q

Folisind aceasta inegalitate, impreuna cu (3.8) si (3.7), in (3.9), gasim
(pentru orice b cu H\/fthLoo(Q) < ﬁ)

[ g [rrar<c( [
3 te[0,T 3

1

+ (el 2 () + Vb7 o0 () (1 + 102l Ze ()))

7 N\

/ 2oyde+ [ f2>+

Q

y2(0) d:v+/f2)>,

+ [eroars [0+ Hbthiz(QQ(
I Q Q

~—

care devine (reducand termenii asemenea)

/ yi, + sup / tys,(t)de < C ( / fi2+ / (by)2(0) da+
te[0,T]
Q I Q

I

+(1+|bxtH%2(Q)+||\/7Ebt|iw(@)(1+”bz||%oo(Q)))(/yi(o)dx—i'/fQ))
Q

I

Drept conseeint, Vig € L((0,T); HA(I)) € L(Q) (eu |Villi=0) <
CllyatllLoe 0.19:L2(1)))-
Intorcandu-ne la § (reamintim c& b = a’(7)), sd notam ca

b2l z00(@) < Clldiell (@) Vbl (@) < ClIVEG L (@)
si

bzt z2(Q) < CUllTallLoe (@) - 1Tl r2(q) + IVETetlz2(Q))
< Ol oo (@) (1 + [1VEGatl £2(q)-
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Sa ne reamintim de asemenea ca f = mu.
Combinand inegalitétile obtinute pana acum gi renuntand la anumite
distinctii neesentiale ajungem la

(3.10) lyallzoo(q) + IVtHatlF2g) < COL+ 1Fall7o0 () (1 + IVt 72(q))

(/ (byz )2 +y§(0)dx+/u?+u2>

I Q

si

(3.11)

IVtyelFoo () < COL+ VG T oo (@) (1 + 1821700 () (1 + IV EGt 1 72()

([ om0+ 2o [+a?)
T Q

pentru toti 7 cu [|[Vigil gy < Co = ﬁmax(ﬁ, ﬁ), unde Cy e o con-
stanta care nu depinde de g, u, or y.
Comprimand aceste rezultate, ajungem, in cele din urma, la

(312) el Fooig) + IV T () + IV EYatllT2(g) < CO+ [VEG oo () -

(1+ [all e ) + M@miz(@)( / (byx)2(0) + 2(0) da + / u? +u2>-
I Q

4 Optimizare si rezultatul principal

Acum suntem In stare s demonstram principala teoremé, mai intai pentru
Yo intr-o clasa mai restransa de functii, apoi pentru yo € H(I). In cursul
demonstratiei vom folosi teorema lui Kakutani, care este enuntata in [6, pag.
112] astfel:

Teorema 4.1 (Kakutani) Fie K o multime convexa si compacta dintr-un
spatiu local convex X. Fie F : K — 25 o multifunctie superior semicontinud
cu valori nevide, inchise gi convexe. Atunci exista xg € K cu xg € F(xp).

Pe deasupra, vom folosi i urméatoarea proprietate ([6, pag. 34]):

Propozitia 4.1 Fie F : X — 2¥ o multifunctie cu valori nevide si grafic
inchis. Daca'Y este spatiu compact, atunci F este superior semicontinud.

Teorema 4.2 Pentru orice § > 0 exista n > 0 astfel incat, pentru fiecare

yo € L*(I) cu |[(a(yo))eall 2y + 1 (W0)all L2y + ol 2y < 0, ecuatia (1.1)
este exact nul controlabild, cu un control u satisfacand

/625(5—1)a(u +ut) < 03( )HyOH%?
Q
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Demonstratia teoremei 4.2 Sa definim
K = {ylllyzllz=@) < o, IVtyell=(q) < o5 IVtyatllz2@) < ps 9(0) = o}

S& notam ci aceasta mulfime este compacti in L2(Q). intr—adevér, se poate
ardta usor ca aceasta multime este inchisa, iar faptul ca ||y|| g1 (g) e marginita
pentru y € K asigura precompacitatea.

Sa consideram ecuatia liniarizata (1.2) pentru § € K. Din definitia lui
K, pentru toti § € K avem acelasi p (care nu depinde de §) in inegalitatea
lui Carleman (teorema 2.1). Alegand un p suficient de mic (p < Cy), putem
aplica rezultatul principal din sectiunea precedenta, (3.12), pentru toate
elementele lui K.

Pentru concizie, in cele ce urmeaza vom nota orice constanta care nu
depinde de p, y, 7, g si u cu C (aceste constante pot, insa, sa depinda de s,
A, psau d).

Sa consideram urmatoarea problema de control optimal: sa se mini-
mizeze

(4.1) /6_280‘¢_3u2 +e ! /e_QSO‘yQ(T) dz
Q T

unde y si u satisfac (1.2). Deoarece aceasta functionala este slab superior
semicontinua si strict convexa, e usor de aratat ca problema are o solutie
unica (e, ye). Prin principiul lui Pontriaghin, solutia trebuie s& satisfaca

ue = mpee2*®¢3, unde p este o solutie a problemei duale
(pe)t + (b (pe)z)x =0 V(.%',t) € Q

(4.2) pe(x,t) =0 V(z,t) € X
pe(x,T) = —%ye(:):,T) Vo e l.

Inmultind (4.2) cu ye, (1.2) by pe, adunand cele doua ecuatii si integrand pe
() obtinem

/eQSo‘qﬁ?’pf +e ! /e_zsayf(T) dz = —/yop(()) dz
(4.3) Qe ! !

Aplicand Corolarul (2.1) si alegand k suficient de mic in inegalitatea de mai
sus, obtinem de asemenea ca

(4.4) /e2sa¢3pg —l—e_l/e_Qsayg(T) dz < C’/yg dz
T

Qu I
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Cu siguranta
/625(51)au2 — /623a¢3pz . 6256a¢3 <C / 625a¢3pz
Q Qu Qu

si

[t = [, 4 25 sty 36 o)
Qu

< C</62sa¢1(pe)% . 6236a¢7+/625a¢3pz . 6256a¢7)

Q w

< C/eQSoz(bez'
Qu
Combinand aceste ultime relatii si (4.4) putem trage concluzia ca
@s) [ @)+t [eFEm)dr< oy [ofan
Q I I

Luand § = 1 si aplicand (3.12) (si tinand cont de faptul ca ||g.|/z~ Q) < p,
IVt oo (@) < oy IVt ]l 12(g) < p) ne da

yall7ee @) + 1Vl oo (@) + IV EYatlI72 () <

<o+ A+ 2p4>< [0+ 2o+ [ @i+ u)
Q

I

< Ci(1+ ) / (b (40)e)? + (40)? + 18 da
I

Pe deasupra, de vreme ce b(0) = a/(3(0)) = a/(yo), obtinem
[ 0020 +120) + s s = [ (@(0))200) + ()2 + s
T T

de unde provine conditia impuséa asupra lui gy in formularea teoremei. Astfel
obtinem

(4.6) yall}oe () + VeI () + IVEyztl32 () <

< Ci(1+ ) / (a(10))2,(0) + (40)2 + o2 d.
I
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Facand
/ (a(0))2 + (90)2 + 2 d < 7
I

pentru 7 suficient de mic (cum ar fi n = W), obtinem ca y. € K.

Aceasta inseamna c& u, si (ue); apartin unei multimi marginite in L?(Q),
aceeasi pentru fiecare e, iar y. apartine lui K, multime care este compacta
in L?(Q).

S& alegem un gir de perechi (uc,ye), € — 0, care optimizeaza expresia
(4.1) pentru e. Din cele de mai sus rezulta ca (pentru un subsir, obtinut
prin diagonalizare)

Ue — U slab in L?(Q)
(4.7) (ue)¢ — v slab in L?(Q)
Ye = Y tare in L2(Q).

In mod evident rezultd ci v = ug. Alte consecinte imediate sunt ca (y.):
tinde la y iIn H~1(Q) si c& (b(ye)z). tinde la (by,), in L2((0,T); H2(I));
atunci (u,y) satisface ecuatia liniarizata (1.2). Mai mult, convergenta tare
a lui y. implici y € K. In sfarsit, ficand e — 0 in (4.4) se vede ci y(T) = 0.

In ceea ce priveste Hes(1_5)0‘u||L2(Q) si Hes(l_‘s)autHLz(Q), e suficient sa
reamintim c&, pentru orice sir (f,)nen care converge slab la f in L?, avem
1fllz2(@) < liminf || fnlz2(q)-

Astfel, am obtinut o pereche (y,u) care satisface sistemul (1.2), cu pro-
prietatea ca y € K, y(T) =0 si

/623(6—1)a(u2 + uf) < CgHyoH%‘Z-
Q

Acum putem aplica teorema lui Kakutani. S& considerim ® : K — 2K,

) ={yl yeK, y(T)=0, si Jue H'([0,T];L*(I)),
(4.8) cu [, OV +uf) < Cslyol| 2,
astfel incat (u,y) satisfac (1.2)}

In mod clar ® este bine definit, ia valori nevide pentru fiecare §j € K si
are valori convexe.

Pentru a arata ca ® are valori inchise, sa fixam mai intai g si sa consi-
deram un gir convergent

Yn — Y In LQ(Q):

cu y, € ®(7), si sa alegem wu,, corespunzatori din definitia lui ® de mai sus
(4.8). Deoarece y, € K, Vn €, iar K este compacta, rezulta ca limita lor y
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e de asemenea In K. Mai mult,

yn(T) = y(T) 221y < lyn — y”c [OT L2(I)
1 2
< llym = 9l it oo l9m — wllL5

<P Ny — yll ety
deci y(T') = 0.

Pentru ca f 250D (y2 + (uy)?) < Cs”@/o”%z(j), putem alege un subsgir
slab convergent de indici pentru care u, tind la o limitd w cu proprietatea
ca fQ 625(5_1)0‘(u2 —I—U,?) < C’3||y0||%2(1) (demonstratia e ca mai sus). Se
poate vedea c& (yn)¢ — y; tare in H1(Q) si (b (Yn)z)e — (byz)s tare
in L2((0,7); H=2(I)). Trecand la limita slaba in ecuatia (1.2), satisfacuta
de (up,yn), obtinem ca (u,y) satisfac de asemenea ecuatia. In consecinti
y € ®(g), deci ®(y) e inchisa; de fapt, de vreme ce ®(y) C K, rezultd ca
®(y) e compacta pentru fiecare § € K.

In acest caz, semicontinuitatea inferioara a lui ® poate fi obtinuta din
faptul ¢ are graficul inchis. Intr-adevir, daci g, € K, §n — § §i yn €
®(§,) — yin L?(Q), sa consideram u,, corespunzatori, ca mai sus, si obtinem
(ludnd un subsir) ca

Up — U slab in LQ(Q)
(un): — uy  slab in L2(Q), cu f e250=Da(y2 L 42) < Cslyol| 12;

(Yn)t — y¢  tare in H— (Q),

(Yn)z — Yo tarein Lz((OaT); H! (1)

Un — 7 tare in L?(Q).
De vreme ce |a/(9n) — @' (9)] < Clyn — y|, rezultd de asemenea ca a'(g,) —
a'(g) tare in L2(Q) (si slab-* in L>®(Q)). Atunci @/ (§,)(Yn)z — @' (§)ye
slab in L2((0, ) ~1(I)) sau, echivalent, (¢ (7n)(yn)z)z — (a'(§)yz)z slab

in L2((0,7); H=2(I)). Trecand la limita slab# in ecuatia (1.2) obtinem c&
perechea (u,y) satisface de asemenea sistemul liniarizat, cu b = a/(g). Cele-
lalte conditii (7 si y € K, y(T) = 0) sunt evident satisfacute (detaliile
demonstratiei sunt aceleasi ca mai sus), deci (g, y) apartine graficului lui ®.

Astfel putem aplica teorema lui Kakutani si obtine ci exista y € K astfel
incat y € ®(y). Acest y este o solutie a ecuatiei difuziei (1.1) cu y(0) = yo
si y(T') = 0. Pe deasupra, controlul sau u satisface estimarea ceruta

/623(5—1)a(u2 +u7) < Cslyol[3--
Q

Sa ne intoarcem la cazul general, yo € H'(I).

Teorema 4.3 Pentru orice § > 0 exista n > 0 astfel incat, pentru orice
yo € H'(I) cu |lyoll gy < n, ecuatia (1.1) este exact nul controlabild, cu
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un control u satisfacand

(4.9) / 0-D(,2 1 42) < Cylyoll 2.
Q

Demonstratia teoremei 4.3 Vom imparti intervalul [0,7] in doua
parti despartite de Ty, 0 < Ty < 1. Pe prima parte a intervalului vom
face u = 0; ecuatia devine

Y — (byz)s =0 V(z,t) € Q
(4.10) y(x,t) =0 V(z,t) € X
y(@,0) =y  z€l,

unde am redenumit I x [0,7p] = Qr, = @ si 0I x [0,Tp] = ¥ pentru
convenienta. Vom folosi proprietatile regularizante ale ecuatiei (4.10), obti-
nand in cele din urma ca

@) [ @@+ R0 + (0 de < C [ 4+ 420 o
I I
apoi, aplicand teorema prepedenté 4.2, vom stabili controlabilitatea nula a
lui y pe intervalul [Ty, T]. In cele din urma, sa notam ca functia u definita
prin
[0, for ¢ € [0, Tp]
u(@,t) = { u*(z,t), forte [Ty, T] ’

unde u* este un control pentru y pe [Tp,T], are in continuare toate pro-
prietitile dorite (apartine Iui H*([0,7]; L*(I)) si satisface (4.9)). Demon-
stratia e completa.

Mai intéi, insa, trebuie s stabilim inegalitatea (4.11). Pentru inceput,
vom presupune in (4.10) ca b; € L*(Q) si b, € L>=([0, To); L2(1)).

Inmultind ecuatia (4.10) cu y si integrand pe @Q); obtinem

(4.12) I/yQ(t) d:c+2Q/t by? = I/yQ(O) da.

inmult;ind aceeasi ecuatie cu y; si integrand prin parti dupa ¢t avem

1 1 1
2, 4 201y _ 2 1 2
/yt + 2/byx(t) 5 /byz(0)+ Q/btyw-
Qt 1

I Q1

Atunci, e adevarat ca

/y?+/yi<t>dx§c</yi<o>dm+ (/b)(/y)

Qt I Q¢ Qt

D=

)
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si, in consecinta, (deoarece 0 <t < Tp)

/yt+ sup / dx<0</ 2(0) dz+
te[0,To] 7

+ HthL2(Q) ) nyHL2((o,TO);Loo(1)) © sup ”yl‘(t)HLQ(I))-

t€[0,T0)

Sa notdm ca [|yz || z2((0,10):(1)) < Cll(by)zllz2(@) = Clluellz2(q), deci

/ Y2+ sup / yz(wdxscs( / y2(0) da+
) t€[0,To) T

1

+ ‘thL2(Q)</yt2+ sup /yg(t) dﬂf))
) te[0,To] 4

Facand [|b¢||z2(q) suficient de mica (|[b¢|z2(g) < 2—55, de exemplu), obtinem

/yt2+ sup /yi(t) dz < C/yi(O) dx
5 te[0,To] T

1

Ca o consecinta imediata, obtinem de asemenea ca fQ bys)2 < C [, I y2(0
(acest rezultat va fi folositor mai tarziu).

Rescriind ultima inegalitate (si amintindu-ne ca, prin definitie, b = a/(9),
am obtinut

192l 2(@) ot e 192 (Ol 21y < Collyz(0)ll 21y
€

1
if HytHL2(Q) = 9MCs

Sa consideram mul‘gimea

1
K = 2t < ' SY 2R = )
(4.13) | llyell2 ) +tes[1£0] Yz ()l L2y < S1ICs y(0) = yo}

care este in mod clar compactd in L?(Q) (fiind inchisa in L?(Q) si marginits
in H'(Q)). Apoi, si definim ® : K — 2% prin

(4.14) ®(y) ={y | y € K, y e o solutie a ecuatiei (4.10)}.

tot. Poate fi usor verificat ca valorile ei sunt, de asemenea, convexe.
S& consideram un sir de solutii 3, € ®(§) care converge in L?*(Q) la
o limita y. Atunci (yn)t — Yt In H_I(Q) si (b : (yn)x)x - (by:c)a: in

Pentru [|y:(0)[| 25y < m, multifunctia ® are valori nevide peste
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L2((0,Ty); H~2(I)). Trecand la limita in ecuatia (4.10) scrisia pentru yp,

obtinem ci y; — (byz): = 0 in sens slab (in H~2(Q)) si, in consecinta,
y € ®(y). Astfel am demonstrat ca ® are valori inchise (mai mult, com-
pacte).

Tot ce raméane e sa aratam ca ® are graficul inchis (deci e superior
semicontinud). Intr-adevar, dacd ludm doud siruri vy, si gn, astfel incat
yn € ®(yy), care converg la y, respectiv g, obtinem in mod succesiv ca

(Yn)t = Ut in H1(Q);

(yn)x — Yz n L2((0vT0); H_I(I))§
gn — 7 in L*(Q);

a'(gn) — d'(9) slab-* in L>(Q);
a'(7n) - (Yn)a — @' (7)Y in L*((0, To); H~'(1));
(@' (Fn) - (Yn))e — (@' (§)yz)z 0 L2((0,To); H*(1)).

Trecand la limita in ecuatia (4.10), satisfacuta de toate functiile y, pentru
b=d (§n), am obtinut ca y € ®(y), deci graficul este inchis.

Acum toate conditiile necesare pentru a aplica teorema lui Kakutani sunt
indeplinite si obtinem ca ® are un punct fix y € ®(y), deci ecuatia difuziei

Yo — ((y))ex =0 V(z,t) € Q = I x(0,Tp)

(4.15) y(x,t) =0 V(z,t) € ¥ =0I x (0,Tp)
y(z,0) = yo xel,
are o solutie y cu
1
4.1 © z
(4.16) lyell 2 +tes[hlpo} vzl L2(ry < 9N 1y (0)[| 21
C

pentru [|y;(0)| 21 < oanres -

Mai mult, solutia ecuatiei (4.15) are proprietati suplimentare de regu-
laritate, dintre care vom avea nevoie numai de una. Pentru convenienta,
vom pastra notatia b = a/(§) = o/(y). Inmultind ecuatia (3.1) cu (bye)st

obtinem
/(byx)x(byx)xt+/by?pt""/ymtbtyx :07

Qt Q1 Qt

1 1
5 [tow@ass [ [tnabw, = [ o2

I Q¢ Q1 Q¢
In aceasta ecuatie avem

/tyxtbtyx = g/tyxt+/tbty$’

Qt Q¢

de unde
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unde putem lua p aceeasi constanta ca la inceputul lucrarii (u < o/ (z) Vz €,
incat p < d/(y) = b). Atunci,

[z < / 8 152l ()

Qt

<cC / i J / Hby)2(t) da.

te 0 To]

In consecinta obtinem ca

sup /t(byx)i(t) dx+/ty§t < C7<1+ sup / (by.)2 >/y
te[0,To) i 5 te[0,To] 7 7

vt e [0, Tg] Din nou pentru [|yz(0)[l2(;) suficient de micd (cum ar fi
ly2(0 )|| < ) am demonstrat ci

(4.17) sup}/t(bym)i(t) dx—I—/tyit < Cl/yi(O) dx.

(0,1
[0,To s 5

Alegand ¢t = Ty in (4.12), (4.16) si (4.17), obtinem
[ a)ate) + 4200 < c( [ar+ [0 d:c>
I I I

pentru orice yo cu ||yz(0)|[2(r) suficient de mica. Aceasta incheie demon-
stratia teoremei 4.3.
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